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Chapitre 1

Introduction

Un systéme dynamique est un systéme qui évolue avec le temigeus donnons ci-apres quelques
exemples.

1.1 Evolution d’'une quantité proportionnelle a elle-méme

Argent sur un compte rémunéré

y(t) est la somme d’argent sur le compte pour le jour est le taux d'intérét sur 1 jour. Au bout
d’une journée, on a donc sur le compte :

y(t+1) =y(t) + ay(t) = (1+a)y()

et ainsi de suite :
y(t+2) = (1+a)’y(t)

y(t+h) = (1+a)y(t)
Commea est « malheureusement » petit, au boutideurs on peut considérer que I'on dispose d’'une
somme de :
y(t+h) ~y(t) + hay(t)

ce qui est une équation d’évolution discréte du systémeuSeilongue période de plusieurs années,
est petit devant le temps écoulé et I'équation peut s'ésotes forme continue :

y'(t) = ay(t)

ouy'(t) désigne la dérivée par rapport au temps.

Dynamique des populations

y(t) est le nombre moyen d’individus d’'une grande populatiopdpulation mondiale par exemple
a l'instantt (en secondes). Pour une petite période de teimjosielques secondes), tleux de variation
de la population en nombre d’individus par seconde peutonsidéré comme constant et égal a :

On définit de méme leaux de naissancet letaux de décede la population en nombre d’'individus
par seconde. On peut considérer ces taux proportionnelaiidade la population et définir ainsi :
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— letaux de fertilité3 qui est le nombre de naissances par individu et par seconde ;
— letaux de mortalitéy qui est le nombre de déces par individu et par seconde.
La population moyenne vérifie alors I'équation suivante :

y'(t) = By(t) —yy(t) = ay(t).

Masse d’une substance radioactive qui se décompose avec amx « par unité de masse

Cette masse suit encore le méme type d’équation :

y(t) = ay(t)

ou « est ici négatif.
Tous ces systemes dynamiques suivent la méme équatioredtfédle linéaire dont la solution est :

y(t) = y(to) exp (aft —to))

ouy(ty) est I'état initial & l'instant initial.

1.2 Cinétique chimique

On prend I'exemple d’'une réaction enzymatique. On a un gatbStqui se combine avec une molé-
cule d'un enzyme E pour former un composé C. C se décomposéesea un produit de réaction P et
une molécule E. On a le schéma :

S+E «—— C réaction 1

C — P4+E réaction?2 (1.1)

ol «—— signifie que la réaction peut se produire dans les deux sens.

On appelles(t), e(t), c(t) etp(t) les concentrations en moles par litre des composants. Gellepp
r1 le taux de réaction de la réaction 1 dans le sens directefe taux de réaction de la réaction 1 dans
le sens rétrograde. On appeliele taux de réaction de la réaction 2.

Le nombre de fois ou une réaction donnée se produit par urittermps est toujours considéré
proportionnel aux concentrations des especes qui réatissesystéemel(.1) peut donc se traduire par
le systéeme d’équations différentielles :

s'(t) = —rie(t)s(t) +r_qc(t)

e (t) = —rie(t)s(t) +r_qc(t) +rac(t)
dt)=rre(t)s(t) —r_1c(t) —roc(t)
p'(t) = rac(t)

En effet, par exemple, le taux de variation de la conceotma¢n enzyme E, soi’(t) comporte trois
termes :—r1 e(t)s(t) qui correspond a la disparition de molécules E dans la prem&actiony_q ¢(t)
qui correspond & la production de molécules E par I'inveesigremiére réaction et c(t) qui corres-
pond a la production de molécules E dans la deuxiéme réaction

On peut vérifier que selon le principe de conservation de smd’enzyme doit étre présent sous sa
propre forme E ou dans le composé &) +¢(t) = constante, ce qui est bien le cas €&t)+ ¢/ (t) = 0.

En fait, tout systéme d’équations de cinétique chimiqueaduit automatiguement en un systeme
d’équations différentielles non linéaires qui comporteatid’équations que d’espéces chimiques. Noter
gu’ici on ne sait pas intégrer le systeme précédent.



Claude Gomez : Systemes dynamiques 5

1.3 Mécanique classique

En fait la premiére apparition explicite d’équations difftielles eut lieu en 1687 avec le livre de
Sir Isaac Newton, « Philosophiae Naturalis Principia Matatca », ou étaient énoncées les deux lois

fondamentales de la mécanique classique :
— un corps sujet a une force a une accélération qui a la mémetidin que la force, qui est propor-
tionnelle a la force et qui est inversement proportionn&lle masse du corps, soit :

F=md

— deux corps s’attirent avec une force alignée le long d’'uo@alpassant par ces deux corps, pro-
portionnelle au produit de leur masse et inversement ptigpoelle au carré de leurs distances
(loi universelle de la gravitation) :

maq mao 0
r U
@ @ }
la force exercée pans surm; est:
mimsg

ou G est la constante de la gravitation universelle.
Ces deux lois combinées donnent un systéme d’équatiosatiffelles pour les positions des corps.

Problémes des deux corps

On peut appliquer les lois de Newton a un systéeme formé de claps isolés dans le vide.

my
mo
% (t)
o (t)
O
On obtient le systéme non linéaire de 6 équations d’ordravaisu:
i m1ms g2(t) — 41(t)
miy, (t) = G — - — =
' 152(t) = 1 (D7 N172(8) — @)

~+
N

. B momi gl(t) — g?(
mafs (1) = G 71 (t) — Ga()]12 |71 (t) — Fo(t)]|

En fait, on peut se ramener a un systeme de deux équationgmiiepiordre que I'on résout dans le plan
des deux corps : on obtient ainsi des orbites elliptiguesshmiques ou hyperboliques. Cela demande
pas mal de travail (voir par exemple le livre de J. Hubbard eWW8st, paragraphe 6.6, cité dans la
bibliographie) et Newton I'a réalisé pour démontrer lesi8 te Kepler. Ce dernier les avait énoncées au
début du XVF siecle apreés 14 ans d’observation dans I'observatoire dedlgrahé.



Problémes des: corps

Dés que I'on a plus de deux corps, on obtient un systéeni@dequations du deuxieme ordre que
I'on ne sait pas intégrer.

Nous avons ainsi vu un certain nombre d’exemples de systégresniques qui se rameénent a la
résolution de systémes d’'équations différentielles. @strdien slr pas la seule fagcon de modéliser des
systemes dynamiques ; on peut aussi utiliser par exempleydéames itératifs discrets, des équations
récurrentes. ..

Dans le cadre de ce cours, nous nous limiterons aux systgmamijues modélisés par des systémes
d’équations différentielles.



Chapitre 2

Equations différentielles

2.1 Introduction

L'étude d'un systeme dynamique, dans le cadre de ce colr$e sechéma suivant :

| Modélisation d'un systéme dynamiglie

| Obtention d’un systéme d'équations différentielles

| Résolution du systeme d'équations différentie]les

Il est & noter que la partie « modélisation » est souventd&ta plus difficile.
On cherche en fait :
— L'existence de solutions : quand et ou y-a-t'il des soh&i®@ A-t'on unicité ?
— Comment se comportent les solutions a partir d'un pointéad, autour d'un point, a I'infini ?
Quelle est la sensibilité de la solution par rapport aux e initiales ?
Pour cela on réalise la résolution du systéeme d'équatidférentielles. Quels sont les outils a notre
disposition ?

Résolution explicite ou analytique

C’est semble-t'il I'idéal. A priori oui, mais en fait :

— Peu d’équations différentielles peuvent étre résoluaf/fguement. Par exemple, on se sait pas
intégrer une équation aussi simple gtie= y> — t que ce soit sous la forme de fonctions élémen-
taires ou d'intégrales de fonctions élémentaires. On fppa’une fonction élémentaire est une
fonction obtenue a partir des fractions rationnelles afmefts dan€) par application répétée de
I'exponentielle, du logarithme, des opératichsx, —, - et de I'opération de clotlre algébrique.
On ne sait pas résoudre non pids= sin (ty) ouy’ = exp (ty).

— |l faut utiliser un systéme de calcul formel pour résoudralgiquement une équation différen-
tielle. Mais souvent cette résolution intervient dans l@real’une étude d’'un probléme de nature
numeérique et on ne peut pas en général rester dans le syseeoaécdl formel pour réaliser les
calculs numériques, c’est trop peu efficace. Il faut aloitésat des liens entre calcul formel et
calcul numérique.

— Parfois, on peut avoir I'expression analytique de la sahtmais le calcul reste tout de méme
numérique. Par exemple, si I'on veut résoudre le systengudténs différentielles linéaires
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y' = Ay ou A est une matrice carréex n, la solution est

y(t) = exp ((t —to)A)y(to)

Mais le calcul pour différentes valeurs deedevient numérique : calcul de I'exponentielle de
matrice. C'est aussi le cas par exemple pour le calcul dedifos de Bessel.

Etude qualitative

L'étude qualitative permet de voir le comportement destgmis sans avoir a résoudre I'équation
différentielle. En particulier elle permet I'étude locales solutions autour de points particuliers.

Résolution numérique

La résolution numérique permet de résoudre de grandeseslasssystemes d’équations différen-
tielles.

On sait en général résoudre numériquement les systemesatigg différentielles explicites du pre-
mier ordre avec condition initiale (probleme de Cauchy)ustiques systémes d’équations différentielles
implicites avec condition initiale appelés systemes algélifférentiels.

Le probléme qui se pose alors est celui de la précision ngogridu choix et de la convergence
des méthodes, en particulier pour les probléemes dits raldesreusement il existe des programmes
numériques, appelés « solveurs » qui permettent de résoeslgoblemes.

Nous utiliserons dans le cadre de ce cours, pour résoudsysesmes dynamiques modélisés par
des systémes d'équations différentielles, des méthodagngues appuyées par des études qualitatives.
Pour cela nous utiliserons les solveurs du systéme de c@iitifique Scilab (voir le chapit).

2.2 Classification

Le systeme d'équations différentielles le plus généraleesysteme de, équations différentielles
d'ordrep :
f(t?y’y,a"'>y(p))zo fUCRXRnXXRn—)Rn

ou U est un ouvert ey(t) est la fonction inconnue deC R dansR™ ou I est un intervalle.
En introduisant les fonctions supplémentaires :

Yl = y/7 Y2 = yﬂv s 7Yp—1 = y(p—l)

on peut toujours se ramener au systemegéquations différentielles du premier ordre suivant :

f(t7y7Y17Y27' .- 71/;2—17Yp,_1) =0
y =Y
Vi =Y,

Y, o=V,

De plus, on peut aussi toujours faire disparaitre la dépaedaxplicite du systéme par rapport au
temps en introduisant la fonction supplémentdire= ¢ et en rajoutant I'équatio®’ = 1. On obtient
alors un systeme dé@utonomedenp + 1 équations différentielles du premier ordre.
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Dans toute la suite, nous ne traiterons donc que des systBépsmtions différentielles du premier
ordre autonomes ou non :

f(t7 Y, y,) =0
Noter qu’'un tel systéme est dit explicite lorsqu’il peut settre sous la forme :

y, = f(tay)

C’est bien sdr le cas le plus favorable. En général, il n'@st joujours possible de rendre un systéme
explicite.

2.3 Probleme de Cauchy

On étudie le probleme aux conditions initiales explicitepdobléeme de Cauchy

/
Yy = f(t, y) n n
UCRXR" —R 2.1
{ y(to) = vo f @D
ou f est une applicatiorl/ est un ouvert etty, yo) € U.
Par définition, uneolution du probléme de Caucksgt un couplél, y) vérifiant :

I intervalle deR contenant
y dérivable :T e R — R™ et y(to) = yo

Unesolution maximalalu probléme de Cauchy est une solution définie sur un interfaju’on ne
peut pas prolonger en une solution définie sur un intervattentenant strictemerit

Définition 2.3.1 L'application f de I'ouvertU deR x R™ dansR" est Lipschitzienne par rapport @
surU si:

AK eRY, Y(t,y) €U, V() €U, |f(ty2) — fFty)ll < Klly2 — w1
K est appelé la constante de Lipschitz. Noter qu’elle ne dépéedey;, ni deys.

Définition 2.3.2 L'application f de I'ouvertU deR x R™ dansR"™ est localement Lipschitzienne par
rapport ay sur U si V(t,y) € U, on peut trouver un voisinage ouvert connexe(tlg) dans U dans
lequel f est Lipschitzienne.

Ici la constante de Lipschitx” dépend dey.

Bien sdr, sif est Lipschitzienne, elle est aussi localement Lipschitae

Un résultat trés important est quefsest de classé! surU, alors elle est localement Lipschitzienne.
En particulier, en dimension 1, la constarffeest égale a :

sup
(ty)eUy

dy

Le théoreme fondamental suivant est un résultat de Rudadf Sigismund Lipschitz (milieu du
XIX ®) siecle qui a simplifié le travail d’Augustin-Louis Cauchdéput du XI>¢€).

Théoréme 2.3.1 (Cauchy-Lipschitz)Pour le probléme de Cauchy, Siest continue su¥/ et localement
Lipschitzienne par rapport g, alors il y a existence et unicité d’'une solution maximale.
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En particulier, le théoréme est vraisiest de class€' par rapport & et continue par rapport
En fait la constantd( de Lipschitz borne la vitesse a laquelle les solutions «astéat » :

1£(t,y2) — f(ty)ll = lya(t) — ()] < Klly2 — vl

La condition de Liptschitz dans le théoréme de Cauchy-lhpsest souvent d'utilisation pratique
dans des cas non rares ol la fonctfon'est pas de class®'. Par exemple, dans I'équation différentielle
en dimension 1y’ = —|y|, ou la fonctionf n’est pas dérivable en 0 mais est bien Lipschitzienne, le
probléme de Cauchy a une solution et une seule quel que gairieinitial.

Lescourbes intégraleslu probleme de Cauch@ (1) sont les images des arcs paramétrés] —
(t,y(t)) € R x R™: ce sont les courbes représentatives des solutions detiégureprésentées dans
I'espaceR™1).

Si le théoreme de Cauchy-Lipschitz est vérifié, alors leslmsiintégrales ne se coupent pas.

Pour le probléeme de Cauchg.{), on peut aussi tracer lggjectoiresdans leplan de phaseale
dimensionR™ : ce sont les courbegI) poury solution de 2.1). Dans le cas des systemes autonomes,
les trajectoires s’appellent aussi aebites

Si le théoréeme de Cauchy-Lipschitz est vérifié, alors powsysteme autonome les trajectoires ne se
coupent pas dans le plan de phase.

Noter que si le systéeme (1) est autonome, c’est-a-dire sil'orya= f(y), etsi(I = (t1,t2),y) est
solution, alors, pour touf’, la translatée(t — T') est aussi solution sur l'intervallg, + 7', t, + 7). On
passe d’'une courbe intégrale a une autre par translaticengst

2.4 Systemes d’équations différentielles linéaires

On consideére le systeme d’équations différentielles &icterits constants :

y'(t) = Ay(t)
{ y(to) = o 22)

ou A est une matrice carrée constante a valeurs B&ng’est-a-dire un élément det,,(R).
Selon le théoréme de Cauchy-Lipschitz, pour toute conitidiale, il existe une solution unique au
probléme précédent.
Le systéme est autonome ; on pourra donc, sans perte de lgéngrandret, = 0.
En dimension 1 la solution d'un tel systéme, duest un scalaire, esty(t) = yoexp (At). En
dimensionn quelconque, on va trouver I'analogue.
On définit pour toute matricd la série :Z o ; On peut montrer que pour toute matride cette
k>0
série converge danst,,(R) et on appelle exponentielle de la matridest on noteczp(A) sa somme.
On rappelle ci-aprés les propriétés importantes de I'egptielle de matrice :

exp (A1 + Az) = exp (A1) exp (42) si A; et A, commutent
exp (PAP™1) = Pexp (A)P~!

d

E(GXP (tA)) = Aexp (tA) = exp (tA)A

La solution du systéeme d'équations différentielles linésidu premier ordre2(2) (out, = 0) est
donc :

y(t) = exp (tA)yo-
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2.4.1 Quelques propriétés des solutions

Les solutions précédentes du systéme linéaire ont desigtépbien particulieres, en particulier
celles décrites ci-aprés seront utiles.

Principe de superposition :siy; (t) etys(t) sont solutions deX(2), alors toute combinaison linéaire
c1y1(t) + cay2(t) est aussi solution.

Evolution dans la direction d’'un vecteur propre : si v est un vecteur propre dé associé a la
valeur propre\ et siy(0) = av est une condition initiale, alors la solution e$t) = a exp (At)v.
En particulier, si les vecteurs propres, ..., v, forment une base dR™ et si \; est la valeur

n
propre associée &;, la condition initialey(0) = yo peut s’écrirez a;v; et la solution esy(t) =
i=1

n
Z a; exp (Ait)v;.
i=1

2.4.2 Réduction des matrices

Nous allons maintenant voir comment sont constitués leneiés deexp (tA). Pour cela on va
réduire la matriced, c’est-a-dire trouver une matride « plus simple » quel telle queA = PBP~!
ou P est une matrice inversible (changement de base).

On appellex () le polynéme caractéristique d& ou \; est la:® valeur propre de multiplicité;.
SEP (\;) est le sous-espace propre associé a la valeur ppogéest-a-direker (A — \;1)).

Il'y a plusieurs types de matricés que I'on peut obtenir, en particulier :

— B diagonale : c’est le cas le plus favorablé.est ainsi diagonalisable, ce qui est le cas si et

seulement si () est scindé eflim SEP (\;) = w;.

— B triangulaire (supérieure) est ainsi trigonalisable, ce qui est le cas si et seulemept\giest

scindé.

— B = D+ N ouD estdiagonale eV nilpotente. Cette décomposition s'appelle parftdsomposi-

tion de Dunford B admet une telle décomposition si et seulemert &) est scindé. En particulier
la matriceB peut s’écrire sous la forme diagonale par blocs :

)\1[w1 + T3 0
B = (2.3)
0 NI, + T,

ou T}, est nilpotente d’'indice< wy,.

2.4.3 Comportement asymptotique dexp (tA)

Nous revenons maintenant aux éléments de la matxigét A). Pour cela on se place dang,,(C)
et on utilise la décomposition de Dunford précédente. Btexdonc une matrice inversible telle que
A = PBP~! 0ol B est de la forme4.3). Le calcul donne alors :

exp (A1tly, + tT1) 0
exp (tA) = P p1
0 exp (Aptly, + tTp)
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Pour chaquék, exp (Aitl,, + tT}) = exp (Axt) exp (tT}). Mais T}, est nilpotente d'indicé;, < wy, et

1Tl
doncexp (t1y) = Z (t%) = Z tl% qui est une somme finie de puissances.de
1>0 1=0

En conclusion, les coefficients dep (tA) sont donc des combinaisons linéaires de termes de la
formet! exp (A\it). En particulier, sy, = ag+iBg, onat! exp (Ait) = t! exp (at) (cos (Bit) + isin (Bit)).

Cela va permettre de déterminer le comportement asymp@iiigrsquet — oc) des systemes
d’équations différentielles linéaires afin d’isoler certatypes de comportements. En pratique, on va
utiliser :

— siR(\g) > 0, alors|t! exp (A\gt)| — +00;

— SiR(\) < 0, alors|t! exp (\gt)| — 0;

— siR(A\;) = 0 etsil =0, on aura un comportement périodique.

2.4.4 Cas de ladimension 2

L'étude de la dimension 2 va nous permettre de définir les tées eocabulaire utilisés pour la
dimension quelconque ainsi que pour les systemes d'égeatiifférentielles non linéaires.
Le systeme différentiel2(2) devient :

'\ fa b\ [z
y) \c d)\y
ol a, b, c etd sont des nombres réels.
Le point (0,0) est solution et point d’équilibre du systéme (v@i5.1). On va voir comment se

comportent les trajectoires autour de ce point dans le ptaphdse selon les valeurs des deux valeurs
propres\; et \; de la matrice du systéeme.

A1 et \y réelles, non nulles et distinctes

Les vecteurs propres forment une bas@®deet la solution s'écrit (voi2.4.]) :

(5) = ay exp (A1t)v1 + ag exp (Aat)vy
On a donc les trois cas suivants :
— 0 < A1 < A2 :lepoint(0,0) est une source (voir la figuz1(a)) ;

— A1 <0< A :lepoint(0,0) est un point selle (voir la figur2.1(b)) ;
— A1 < A2 < 0:le point(0,0) est un puits (voir la figur@.1(c)).

L
-

(@) 0 < A\ < Ao (b) A\ <0< Ao (© A <A <0

FIG. 2.1 — Valeurs propres réelles, non nulles et distinctes
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A1 et As complexes

A1 et Ay sont donc distinctes et conjuguées, par exemple :
M =a+if A =a—1if >0

On peut montrer qu'il existe une base dans laquelle :

B=P 'AP =al+p <(1) _01>

et

oo 15) =exp o) (S 7))
ou la matrice est une matrice de rotation d’angle
On a donc les trois cas suivants :
— a < 0:lepoint(0,0) est un puits en spirale (voir la figuBe2(a)) ;
— a=0:lepoint(0,0) est un centre avec des ellipses qui tournent autour (voiglad?.2(b)) ;
— a > 0:le point(0,0) est une source en spirale (voir la figuré&(c)).

=

@a<0 () a=0 © a>0

FIG. 2.2 — Valeurs propres complexes

A1 et Ay égaux

Dans ce cag; et sont réels. Soit; un vecteur propre. Il existe une base, v2) dans laquelle on
a:
A« 0 «
_ p-1 _ _
B=P AP_<O )\>_)‘I+<O 0>

exp (tB) = exp (M) (é Of>

On a donc les trois cas suivants :
— a = 0: il existe une base de vecteurs propreg etst un multiple de I'identité sk = 0.
— siA > 0 le point(0,0) est une source en étoile (voir la figutexa)) ;
— siA < 0le point(0,0) est un puits en étoile (voir la figuz3(b)) ;
— siA =0, il y a dégénérescence totale car la matricest nulle et la solution est le poifi, 0).
— a # 0:on alinfluence dexp (A\t) dans la direction du vecteur propre combinée avec un dépla-
cement a vitesse constanteSi A > 0 ou A < 0 on a encore respectivement une source (voir la

figure 2.4(a)) ou un puits (voir la figur@.4(b)). SiA = 0, tous les points de la droitey; sont
points d’équilibre (voir la figure.4(c)).

et
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e

@X\>0 by A<0

FiG. 2.3 — Valeurs propres égales avee- 0

—
%%ﬂ

@A>0 by A<0 ©)A=0

FIG. 2.4 — Valeurs propres égales avee- 0

A1 nul et A\ non nul

Dans ce cas\; est réel et; et v, forment une base de vecteurs propres. La solutiory@$t=
a1v1 + ag exp (Aat)vs.

Tous les points de la droitev; sont points d’équilibre. Cette droite est une source,si 0 (voir la
figure2.5a)) et un puits she < 0 (voir la figure2.5(b)).

it

(@) A2>0 (b) X2 <0

FiG. 2.5 — Une valeur propre nulle

Diagramme de bifurcation

On peut aussi réaliser le classement précédent non plusneticio des valeurs propres mais en
fonction de la tracer (A) et du déterminaniet (A) de la matrice. En effet le polyndme caractéristique
de la matriced est égal &2 — tr (A)\ + det (A). On se place ainsi dans le plén (A), det (A)) et
selon la position d’'un point dans ce plan, on retrouve toss#es précédents. En particulier la parabole
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d’équationdet (A) = tr (A)?/4 détermine le lieu des points ol les valeurs propred dent égales (voir
la figure2.6).

det(A)
puits spirale source spirale
celtre
point puits point source
tr(A)
point selle

FiG. 2.6 — Diagramme de bifurcation

Récapitulation

Pour la dimension 2, on peut donc grouper les résultats geét€ en quatre cas :

valeurs propres réelles de signe opposé : point selle ;
valeurs propres a partie réelle négative : puits ;
valeurs propres a partie réelle positive : source;
valeurs propres imaginaires pures : centre.

Cela pourra en grande partie se généraliser pour la dintengiir ci-apres).

2.4.5 Casde ladimension

On généralise I'étude réalisée au paragraphe précédeptgbeme est qu'ici le nombre de cas est
trés grand au vu du nombre de valeurs propres. On peut cegigsaieclure dans certains cas.

Si toutes les valeurs propres deont leur partie réelle strictement négative, alors lestsmig véri-
fient: lim y(¢) = 0 etl'origine est un puits.
t——+00
Si toutes les valeurs propres deont leur partie réelle strictement positive, alors les Sohs véri-
fient :tiir_nc>o y(t) = 0 et l'origine est une source.

S’il n’y a pas de valeur propre nulle, on a un point selle.
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2.5 Stabilité des systémes d’équations différentielles tanomes

On étudie ici le systeme explicite autonome :

v = ) e
{ 2(0) = 10 f:UCR R (2.4)

ol f est une application de clas€é, U est un ouvert efjy € U. On a pristy = 0 car le systéme est
autonome.
Commef est de classé!, il y a existence et unicité de ce probléme de Cauchy.

2.5.1 Points d’équilibre, linéarisation

Un pointy est appel@oint d’équilibredu systémeZ.4) si f(y) = 0. y(¢t) = y est donc une solution
du systéme ; pour un systéme physique cela peut correspanair@oint d’équilibre.

7 est aussi appel#éroou point singulierdu champ de vecteurs

Lorsquet évolue, chaque point du plan de phase « bouge » le long desttiags qui passent par ce
point : on définit ainsi ldlot du systeme d’équations différentiellés4). De facon plus théorique, pour
chaque poiny deU, il existe une unique solutiof®(¢) définie sur un intervalle maximal de telle que
®(0) = y. ®(¢) dépend de ce point initig). On peut donc définir le flob(¢,y) : Q C R x U — U.
On le note souvend,(y). C'est la solution passant grpourt = 0. On a en particulief,(y) = y. y est
donc aussi appelé [goint stationnaireou le point fixedu flot.

Ofi

f étant de classé', on notef, la matrice Jacobienne x n de f : son élémenti, ;) esta .
Yj

Le développement de Taylor dgeautour du point d’équilibre donne :

fw) =f@)+ fy@y -9 +lly—ylely—9)
aveclime(y —y) =0 € R"™.
Y=y
En utilisant les définitions dé ety, on obtient :
v =@y -9 +lly-ylely—1).

Si'on noteé = y — g, on peut ainsi écrire Isysteme linéarisautour dej :

&= f,@¢
{ £(0) :yyo -y 29

On aurait pu linéariser autour d’un autre point guenais c’est la linéarisation autour de ce dernier
point qui va nous servir pour la stabilité.

2.5.2 Notions de stabilité

On veut savoir ce qui se passe autour d’'un point d’équililetest lié a la notion de stabilité.
On considére toujours le systéme d’équations différdaiedutonomes2(4) et on a les définitions
suivantes.

Définition 2.5.1 y est un point d&quilibre stablesi pour tout voisinagdlV de y dansU, il existe un
voisinagelV; dey dansW tel que toute solutiory(t) avecy, dansi¥; est définie et est dari& pour
toutt > 0.
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w

Wi

Définition 2.5.2 ¢ est un point déquilibre asymptotiquement staldiepour tout voisinagé?” dey dans
U, il existe un voisinagéV; dey dans¥V tel que toute solutiony(t) avecy, dansi¥; est définie et est
dansWW pour toutt > 0 ett h+m y(t) =g.

— T 00

Un point d’équilibre asymptotiguement stable est donc uimtpd'équilibre stable avec en plus
. li+m y(t) =7g.
— 100

Wi

Par exemple, pour un systéme linéaire (\@i.4), un centre est un point d’équilibre stable et un
puits est un point d’équilibre asymptotiquement stable.

On va maintenant pouvoir relier stabilité et valeurs pregie systeme linéaire associ&) :

— g est un puits si les valeurs propres figy) sont toutes a partie réelle strictement négative : le

point est asymptotiquement stable.
— g est une source si les valeurs propresfglg/) sont toutes a partie réelle strictement positive : le

point est instable.
— g estun point selle si les valeurs propresfiggy) sont en partie a partie réelle strictement négative

et en partie a partie réelle strictement positive : le poghirestable.
Le théoréme suivant vient compléter ces propositions.

Théoreme 2.5.1Siy est un point d’équilibre stable, alors aucune valeur progeef, (y) n'a de partie
réelle strictement positive.

Ces notions de stabilité liées a I'examen du Jacobien démsgsaux points d’équilibres permettent
de voir le comportement des trajectoires autour de cesgeirde faire ainsi des études qualitatives sans
avoir a résoudre le systéme.
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2.5.3 Fonction de Lyapunov

Pour certains cas, I'examen des valeurs propres ne suffitQras besoin d'un autre outil dd au
mathématicien et ingénieur russe Lyapunov (début du Siecle

L'idée est que prés d’'un point d’équilibre asymptotiquetrgtable (puits), il y a une norme|| de
R™, telle |y(¢t) — y|| décroit lorsquey(t) — y. Lyapunov a montré que I'on pouvait utiliser d’autres
fonctions qu’une norme.

On considére toujours le systeme d’équations différdaiehutonomes2(4) et on a la définition
suivante.

Définition 2.5.3 On appellefonction de Lyapunoyour le point d’équilibrey une fonction continué”
de W voisinage d€J a valeurs dan®, différentiable suil” — y et telle que :
a) V(y)=0etV(y) >0siy #y

b) %V(y(t)) < 0dansW —

. d : :
c) side pIusCEV(y(t)) < 0dansW — g, alors V' est unefonction de Lyapunov stricte

C’est le théoréme suivant qui sert a utiliser les fonctiom.yhpunov.

Théoreme 2.5.2Si le point d’équilibrey admet une fonction de Lyapunov, alors c’est un point d’équi-
libre stable. Si le point d’équilibrg admet une fonction de Lyapunov stricte, alors c’est un paigqui-
libre asymptotiquement stable.

Quelques remarques au sujet des fonctions de Lyapunov :

— On note souveri’ pour%V(y(t)).

— On peut utiliser une fonction de Lyapunov sans résoudrgsigse.

— I n’y a aucune méthode pour trouver une fonction de Lyapuhais en mécanique et pour les
systemes électriques on peut souvent utiliser I'énergaée@omme fonction de Lyapunov.

2.6 Représentation graphique

On a vu au paragraph®3les notions de courbe intégrale, plan de phase et trajectoarsque le
systeme est de petite dimension, il sera possible de trasereghrésentations graphiques des solutions.
On essayera d'abord d’avoir une vision du comportement aleti@ns sans résoudre le systéeme en tra-
cant, lorsque c’est possible, le champ de vecteurs comesgpd. On rappelle que lorsque le probléme de
Cauchy a une solution unique, les courbes intégrales neupecbpas et que pour un systéme autonome,
les trajectoires ne se coupent pas dans le plan de phase.

Dans toute la suite, on se place dans le cas ou les conditioti@dréme de Cauchy sont satisfaites.

2.6.1 Dimension 1
On consideére le systeme explicite :
y' = f(ty) 2
:UCR*—R
{ y(to) = o !

et I'on cherche une solution: I € R — R ol [ est un intervalle.
Ici les courbes intégrales sont des courbes dans le(plahet elles ne se coupent pas s'il y a unicité
de la solution.
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On peut tracer le champ de vecteurs du plan qui détermineelee® des solutions : on trace en
chaque point d’une grille du plaft, ) un petit segment correspondant a la pente d’'une courbeaaheég

en ce point, soit le vecteur défini p . Noter qu'il est inutile de résoudre le systéeme pour

1
ft,y)

réaliser ce tracé. Ensuite, on pourra tracer par dessu©de®es intégrales dgen fonction de'.

Exemple

On consideére I'équation différentielle :
y'(t) =y (t) —t
2.6
{ y(to) = Yo (2.:6)

Onrappelle gu'il est impossible de résoudre analytiqueroette équation différentielle, que ce soit sous
la forme de fonctions élémentaires ou d’'intégrales de fonstélémentaires.

w

7
T
R S Y
of / LA AN \ \
af f s -
2] oo -
-3f /f‘ ? ; S S S
3 2 1 0 1 2 3 4 5

(a) (b)

FiG. 2.7 — Lignes de champ et trajectoires pol= y> — ¢

La figure2.7(a) donne le champ de vecteurs dans le plan et sur la fjufle) on a tracé en plus des
courbes intégrales.

2.6.2 Dimension 2

En dimension 2, on change habituellement de notation paniea la notation standargd, y).
Donc on consideére le systéeme explicite autonome :

' = f(x,y) f:UCR? —R
Y = g(z,y) g:UCR?* —R
z(0) =x9 yo = y(0)

et I'on cherche une solutiofx, y) oux ety appartiennent & C R — R ou I est un intervalle.

Ici les courbes intégrales sont des courbes en dimensiorildqut étre difficile d’interpréter. En
revanche les trajectoires dans le plan de phase sont ddsesodans le plafz, y) et pour un systéme
autonome avec unicité de la solution, elles ne se coupentQest la raison pour laquelle on a choisi
par défaut un systéme autonome ; dans le cas contraire jlestoiees sont difficiles a interpréter.

On peut tracer le champ de vecteurs dans le plan de phasetgund® le vecteur vitesse d'un point
sur la trajectoire : on trace en chaque point d’une grille I oz, y) un petit segment correspondant a

la vitesse en ce point, soit le vecteur défini ;{%r((;c’zb . Noter qu’il est inutile de résoudre le systeme

pour réaliser ce tracé. Ensuite, on pourra tracer par delesusajectoires: (), y(t).
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Exemple : le systéme de Lotka-Volterra

A Trieste, pendant la premiére guerre mondiale, la péchié divainué a cause des événements. La
péche consistait a lancer des filets et a récupérer tous iesops. Le bureau des péches avait constaté
gu’'alors la proportion de poissons du style requins, pekrésisants pour la consommation, avait consi-
dérablement augmenté par rapport aux poissons intéressardtyle sardines. lls demandérent 'aide
de Volterra qui modélisa le systéme requins-sardines psydeme des deux équations différentielles
suivantes ot (t) représente le nombre de sardineg (@ représente le nombre de requins :

Z(t) =ax(t) —ba(t)y(t) a,b>0
y'(t) =cx(t)yt) —dy(t)  c¢,d>0
z(0) = x0, y(0) =wo

Ce modele approché, appelé aussi systtme de Lotka-\olggrafie qu’'en I'absence de requins les
sardines proliferent’(¢t) = a z(t), qu’en I'absence de sardines les requins disparaigéent= —d y(¢)
et le terme erx(¢)y(¢), qui représente la rencontre des requins et des sardirgseate le nombre de
requins et diminue le nombre de sardines (car ces derniénésrangées par les requins).

A partir de ce modéle Volterra en déduit, sans pouvoir faeedalculs numériques a I'époque, que
plus on péche de poissons, plus la proportion de sardines,dpoissons intéressants, est importante !

N\
N\
A
\
\
!
/
p

FiG. 2.8 — Lignes de champ et trajectoires pour le systéeme deat\dtkerra

En prenant par exemple comme valeurs numériques 3, b = 1, ¢ = 1 etd = 2, la figure2.8
montre le tracé dans le plan de phasey) du champ de vecteurs ainsi que quelques trajectoires : on
voit bien que ces derniéres tournent autour du point d'émgilz = d/c = 2,y = a/b = 3).

On peut aussi tracer une courbe intégrale qui est ici unebecdgR? dans I'espacéz, y,t) : c’'est
ce que I'on voit sur la figur@.9. On remarque que, comme le systéme est autonome, la tisgesto
projette en une courbe fermée sur la plany), autrement dit, toutes les trajectoires se déduisent les
unes des autres par translation en temps.

2.6.3 Dimensions supérieures

On ne pourra raisonnablement tracer que des représestaiaphiques de certaines composantes
dey par rapport au temps.
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FIG. 2.9 — Une courbe intégrale pour le systéme de Lotka-Valterr
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Chapitre 3

Systemes algébro-differentiels

Nous avons étudié jusqu'a présent des systemes d'équdiibérentielles explicites. Nous allons
maintenant voir ce que I'on peut dire des systemes d’équatilifférentielles implicites, en particulier
des systémes algébro-différentiels.

3.1 Exemples de systemes algébro-difféerentiels

Tout d’abord, nous allons voir deux exemples importantsaupgeut aboutir a des systémes algébro-
différentiels.

3.1.1 Probleme de contrdle optimal

On cherche ici a commander un systéme d’équations difiéilerst On a le systéme :
{ y=flyu) yeR ueR™
y(0) = yo

ol u est le contrble a déterminer qui doit minimiser le critére :

On peut montrer de différentes fagons (calcul variationprhcipe du minimum. ..) qu’une solution
du probléme vérifie :
y' = f(y,u)

’U, = —f;—(ya U)U - @;—(y, u)

0= fu(y, v+ @y, u)
avecy(0) = 0 etwv(l) = 0, ol v est I'état adjoint du systeme. On a a nouveau nftéa matrice
. 14 ofi .. N
Jacobienne, x n d’elementa—fl, etil en est de méme pour, f,, ety,.
Yj
Sil'on remplace le vecteu<z> pary et si I'on introduit une nouvelle fonctiofi, le systéme précé-

dent est un systéme algébro-différentiel du type :

Y = fy,u)
0=g(y,u)

23
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La seule différence ici avec les systéemes que I'on va traigerla suite est que I'on n'a pas ici un
probléme aux conditions initiales mais un probléme aux dmus a cause de la conditiofl) = 0.

3.1.2 Systemes mécaniques conservatifs

Nous insisterons particulierement sur les systemes mgieasiqui forment une trés grande classe de
problémes qui se raménent a des systémes algébro-difédsent
On s'intéresse a des systemes mécaniques soumichateps de force conservatifsest-a-dire ou
le champ dérive d’'un potentiel :
— —_—
F(x) = —grad EP(x)

ol en générat est un point de I'espadR? et EP est I'énergie potentielle du systéme.

Alors pour un tel systéme I'énergie totale = E° + EP est constante, ol désigne I'énergie
cinétique.

En général, tous les problémes de pendules non amortigdelemes multicorps dans I'espace sont
des systémes mécaniques conservatifs.

Pour obtenir les équations d’'un tel systeme, on a plusieassilpilités :

— loi de Newton : on travaille sur les positions des corps;;

— équations de Lagrange : on travaille sur les positionssetitesses des corps;;

— équations d’Hamilton : on travaille sur les positions strigoments des corps;;

— autres...

Ici nous allons utiliser les équations ou formulation deraage.

Equations de Lagrange

L'idée vient de la formule d’Euler  (1756). On a une fonction
F:R"™ x R™ — R et on chercheg qui réalise :

t1
min/ F(y,y)dt
Yy to

Une condition nécessaire pour guecalise le minimum est :

OF d (OF) o _1...n
oy dt \oy.) T

Lagrange (1788) a appliqué cette formule au Lagrangien :

L=FE°—FEP = L('raya Zaxlaylﬂ Z/)

qui est la différence entre I'énergie cinétique et I'énengbtentielle. Il a montré que la condition néces-

t1
saire du problém?yir;/ L(x,y, 2,2y, 2) dt estune équation différentielle qui décrit le mouvement
du systeme correspontc(ljant.
L'idée est d'appliquer cette formulation pour un systemendsoordonnées généralisées appelées
traditionnellementy = (q1, ... ,q,)" appartenant ®”. On obtient alors leéquations de Lagrangeour
le Lagrangienl.(q,q’) :
d
dt
ou I'on a encore notéq;c etL,, les dérivées partielles du Lagrangien respectivementapgort &g, et
qk-

(Ly)— Ly =0 k=1,....n (3.1)

a,
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En developpanti( ) (3.1) devient alors le systeme d’équations différentielles :

n
/
Zquql ==Y Lyadi+Lleq k=1....n 3.2)
1=1
Mais il peut y avoir des contraintes sur lg®t lesq’. On ne s'intéressera ici qu'aux contraintes ou
la vitesse;’ n’intervient pas, c’est-a-dire awsystemes holonomdsa contrainte peut s'écrireg(q) = 0
ou g est une fonction d&™ dansR™. Cesm contraintes définissent la géométrie du systeme.
L'idée de Lagrange a été de changer le Lagrangien en :

L(g,q') = E°(q,¢' ZAzgz (3.3)

ol les \; sont lesmultiplicateurs de Lagrangessociés aux contraintes. Il est a noter que I'énergie
potentielleEP ne dépend pas des vitesgés
Les équations de Lagrange deviennent alors :

d
{ dt(qu)—qu:o k=1,...,n 3.4)

A partir de @.4), on obtient & nouveau le systéme d’'équations différdesieB.2) que I'on écrit
maintenant en notation matricielle :

Lyqq"=—Lgqd + Lq

. . - - : O*L 0L
ou Ly, etLy, sont des matrices x n d’élément(i, j) respectivement—— et ——.
qu(?qj 0q,0q;
En remplagant le Lagrangien par sa définitiBr3) et en tenant compte du fait que I'énergie poten-

tielle ne dépend pas de la vitesse, on obtient :

" _ /
Eg/q/ q = —Eg/qq + E; — — gq)\

ou \ est le vecteur des multiplicateursggtest une matricen x n.
Finalement, si I'on veut un systéme d'ordre 1, on introdaitvariableu et on obtient le systéme
suivant :

¢ =u
Egu' = —-Egu+ E; — EP — g, D)
0=g(q)

ou E¢,, = M(q) est une matrice symétrique définie positive.
On écrit en général ce systeme sous la forme :

qg =u
M(q)u' = o(g,u) — gg ()A (3.5)
0=g(q)

qui est un systéme algébro-différentiel @nu, \)T.

Remarque : il est possible d'utiliser la formulation de Lagrange poes bystémes non holonomes
et de prendre en compte facilement certains types de frettenvisqueux (proportionnels a la vitesse).
Pour des systemes non conservatifs plus généraux, il fdiseute théoréme (ou principe) des travaux
virtuels.
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3.2 Indice d’'un systeme algébro-différentiel

En fait, la forme la plus générale d’'un systéme algébrahfitiel est celle du systeme implicite :

{f(t’y’y/)zo f:1UCIxR"xR" — R"
y(to) = o

ou U est un ouvert/ est un intervalle d&, (¢, y0) € I x R™ et ou I'on ne peut pas exprimer explicite-
ment sous forme analytiqug en fonction dey et det.

On ne peut pas dire grand chose sur des systéemes aussi géhérsducoreme des fonctions impli-
cites dit gue s'll existe (to, yo, y() tels que
f(to.yo,y) = 0 etsif(to,yo,y,) est inversible, alors il existe une application unigdele classe
C! dans un voisinage dgo, yo, v;) telle quey’ = F(t,y). Mais cela ne donne pas I'expression fe
De plus, bien souvent pour les systéme algébro-diffédeqtie I'on envisagef, (to, yo, y;) n'est pas
inversible.

En pratique, on aura souvent des systemes semi-explicitggd :

y = f(t,y,2)
0=g(ty,2)
comme on I'a vu dans le paragrapBe.
Une question est donc : « peut-on passer d’'un systeme imepbci semi-explicite a un systeme
explicite ? ». Cela va nous permettre de classer les systémes
3.2.1 Exemples d'indices d’'un systeme algébro-différerdl
Nous allons traiter trois exemples classiques de typesstérags algébro-différentiels et voir com-
ment on peut les « réduire ».
Exemple 1
On consideére le systéme :

v = f(y,2) f:R"xR™ — R" (3.6)
0=g(y,2z) g:R"xR™ —R™ '

oug(y, z) etz ont mémes dimensions.

Pour le probléme de Cauchy correspondant il faut avoilcdesitions initiales compatiblesy(0) =
Yo, 2(0) = 29 etg(yo, z0) = 0 (le systéme étant autonome, on a pgis= 0).

Noter qu’ici le théoréme des fonctions implicites ne s'agupt pas. En effet si 'on notg = (y, z)7,

ona:
- ()« (o)

et Fy, n'est pas inversible.
Le probleme du systeme.©) est quez’ n'apparait pas explicitement. Pour le faire apparaitre, on
différentie les contrainteg(y, z) par rapport au temps :

O = gy(yv Z)y, + gz(y7 Z)Z/ = gy(% Z)f(yv Z) + gZ(yv Z)Z,

ou g, est une matricen x n etg, est une matricen x m.
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Si dans un voisinage de la solutign est inversible, alors le systéme algébro-différentieb)(peut
s’écrire sous la forme explicite :

y' = f(y.2)
Z, = _gz_l(y7 Z)gy(i% Z)f(yv Z)
En conclusion, on a différentié une fois le systéme algélifférentiel 3.6) pour obtenir un systéme

explicite : on dit que le systéeme algébro-différentiel éatdice 1

Exemple 2

On consideére le systéme :

v = f(y,2) fiR"xR™ — R" 37)
0=g(y) g:R" —R™ '

ou g(y) etz ont mémes dimensions.
Pour le probléme de Cauchy correspondant il faut avoir endes conditions initiales compatibles :
y(0) = yo, 2(0) = zo etg(yp) = 0 (le systeme étant autonome, on a pgis= 0).
Noter que le théoreme des fonctions implicites ne s'appligujours pas.
On va différentier les contraintes une fois, ce qui nous raa systeme :
/
{y = f(y,2) 3.8)
0=gyy)f(y.2)

qui du type du systéme algébro-différentidld) de I'exemple précédent. On réalise donc a nouveau la
différentiation de la nouvelle contrainte et I'on obtient :

0=gyW)(f, F) + 9yW) fy (v, 2) f (¥, 2) + 9y (¥) 2 (y, 2)2’

ou gy, (y)(f, f) est un vecteur de dimension dont I'élément; est le scalairq“TgZ-yyf ou g;,, estla
52%
iy,

De méme que dans I'exemple 1, si dans un voisinage de la@oll@imatricem x m g, f. est
inversible, alors le systéme algébro-différenti@ig] peut s’écrire sous la forme explicite :

matrice Hessienne dg, c’est-a-dire la matrice x n d’élément(i, j) égal

{ y/ = f(ya Z)
2 = —[gyW) (v )] gy W) (o ) + 9y (W) oy, 2) F (3, 2)]

Pour le probléeme de Cauchy correspondant, il faut avoir teaant desonditions initiales consis-
tantesc’est-a-dire compatibles avec toutes les contrainteialies et introduites en cours de calcul :

9(yo) = 0 etaussig, (vo) f(vo, z0) = 0.

En conclusion, on a différentié deux fois le systeme algélifférentiel (3.7) pour obtenir un systéme
explicite : on dit que le systéeme algébro-différentiel éatdice 2
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Exemple 3

On consideére le systéme :

y' = f(y,2) fiR"xR™ — R"
2 =k(y,z,u) E:R"xR™ xRP — R™ (3.9)
0=g(y) g:R" — RP

oug(y) etu ont mémes dimensions et avec toujours les conditionslesteompatibles pour le probléme
de Cauchy correspondany(0) = yo, 2(0) = 2o, u(0) = ug etg(yo) = 0.
On va maintenant différentier les contraintes deux fois :

Lfois: 0=gy(y)f(y,2)
2fois: 0= g,,(W)(f, f) + 9y(W) fy (v, 2) (v, 2) + 9, (V) f2(y, 2)k(y, 2, u)

La deuxieme contrainte différentiée est du type G(y, z,u) et I'on obtient ainsi un systeme du type
de celui de 'exemple 13(6) qui est d'indice 1 oy joue le role dgy, )" etz joue le role deu.

On applique la méthode de I'exemple 1 et on différentie encmre fois les contrainteS(y, z, u)
pour obtenir explicitement’, et si la matrice x p g, (v) f(y, 2)ku(y, z, w) estinversible dans un voisi-
nage de la solution, on obtient alors un systéme explicite.

Les conditions initiales consistantes doivent ici vérifier
9(y0) = 0, gy(yo) f (Y0, z0) = 0 et aussi
GyyWo) (f, f) + 9y(¥0) fy (W0, 20) f (Yo, 20) + 9y (y0) f= (Yo, 20)k(yo, 20, u0) = 0.

En conclusion, on a différentié trois fois le systeme algétifférentiel 3.9) pour obtenir un systéme
explicite : on dit que le systéeme algébro-différentiel éatdice 3

3.2.2 Indice de différentiation d’'un systéme algébro-diférentiel

Les exemples du paragraphe précédent sont en accord avémitiah suivante.

Définition 3.2.1 Le systemé (¢,y,4') = 0 a unindice de différentiatiorégal am si m est le nombre
minimal de différentiations analytiques :

f(t,y,y)=0

4wy =0

m

press (f(t,y,y) =0

qu'il faut réaliser de fagon que I'on puisse extraire du gyse précédent un systeme expliaite= ¢(u)
(parfois appelé I'équation différentielle sous-jacente)

Il existe aussi un autre concept d’indice d’'un systeme atgéifférentiel, l'indice de perturbation
qui correspond a une mesure de la sensibilité des soluti@nsapport aux perturbations du systeme.
L'indice de différentiation et I'indice de perturbation sent pas toujours égaux.

L'indice de différentiation mesure aussi d’'une certaingofala difficulté qu’il y a a résoudre le
systeme. En effet la différentiation est une opération moduit des instabilités numériques, donc plus
on réalisera de différentiations, c’est-a-dire plus ligedde différentiation sera élevé et plus le systeme
sera numériquement difficile a résoudre.
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Les solveurs de systémes d’équations différentiellesiaitgs et/ou de systéemes algébro-différentiels
ne savent en général résoudre que les systemes d'indicauglgtigs systéemes d’indice 2. Lorsque 'on
a des systémes d'indice plus élevé, comme dans I'exemplepaudgraphe précédent ou pour les sys-
temes mécaniques comme on le verra plus loin, il faudra rédimdice. L'inconvénient majeur est
gue les contraintes ont été changées et la résolution uitrode instabilité qui fait que les contraintes
initiales, malgré des conditions initiales consistantessont pas toujours bien vérifiées. Une méthode
pour résoudre ce probleme est celui destabilisation des contrainted?ar exemple, comme dans le
cas des systeme8.7) ou (3.9) ou I'on différentie deux fois une contrainte du typ@), on remplacera
0 = ¢"(y) par le polynéme

0=g"(y) +2ag'(y) + B9(y)

en choisissant les paramétreset 3 de facon que cette équation différentielle soit asymptetigent
stable, par exemple = 5 > 0. Le choix de bonnes valeurs deet 3 peut s’avérer difficile.
3.2.3 Réduction d’indice pour un systéeme mécanique

On reprend la formulatior3(5) obtenue a partir des équations de Lagrange d’'un systemanigée
conservatif avec contraintes :

¢ =u q,u e R"
M(qu' = ¢(q,u) —gj (@)X ¢ :R"xR"—R" A eR™
0=yg(q) g:R" —R™

ou M (q) est une matrice x n symétrique définie positive. On obtient donc le systémeasiiiv

¢ =u
u' = M(q) " p(q,u) — M(q) " g} (q)
0=g(q)

qui est d'indice 3 car du type du systen®9) ou y joue le rble deg, z joue le rble deu et u joue le
réle de\. On peut donc obtenir un systeme d’indice 2, 1 ou explicitersque I'on va différentier la
contrainte une, deux ou trois fois.

Pour obtenir un systéme explicite apres avoir différergi dontraintes deux fois la condition qui
était pour 8.9) que gy (y) f-(y, 2)ku(y, z,u) soit inversible devient ici y,(q)M (q)~'g, (¢) inversible.
Ceci est vérifié si les lignes dg(q) sont linéairement indépendantes, c’est-a-dire si legaintés sont
indépendantes, ce qui est généralement vérifié.

3.3 Systemes algébro-différentiels linéaires a coefficienconstants

On a vu qu'il était difficile de dire quelque chose sur les &ysts algébro-différentiels généraux si
ce n'est la réduction d’indices. En revanche on a quelquadteds dans le cas linéaire a coefficients
constants.

On considére le systéme algébro-différentiel :

Ay’ + By = f(t) (3.10)

ou A et B sont des matrices constantes carnéesn a éléments dank™.

L'idée est de rechercher des solutions sous la foeme(At)y, pour le systéme sans le second
membre, ce qui fait apparaitreflisceau de matricesA + B. C'est I'étude de ces faisceaux de matrices
qui va nous donner quelques résultats sur les solutionssdareg.
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Définition 3.3.1 Un faisceau de matricesA + B est régulier s'il existex dansC tel queAA + B soit
inversible, c’est-a-dire si le polyndmket(AA + B) n’est pas identiquement nul.

On peut comparedet(AA + B) qui selon la matriced est un polynéme qui peut étre de degré
quelconque inférieur ou égalaavec le polyndbme caractéristiquiet(AI + B) ou la matriceA est
l'identité et qui est toujours de degré

Pour résoudre le systeme. {0), on va utiliser le théoréme suivant.

Théoreme 3.3.1Si\A + B est un faisceau de matrices régulier, il existe des matiiivearsiblesP et

Q telles que :
C 0 I 0
PAQ = (O I> etPBQ = (0 N)

ol N est une matrice nilpotente d'indice.

Alors siI'on utilise les transformationg = @ <zl> etPf(t) = (?Eg) , le systéeme3.10) devient :
2 2
Y1+ Cyr = f1(t)
Nyh +y2 = fa(t)

Le systeme em; est un systeme d’'équations différentielles linéairesieitplet le systeme e, se
. . ] eer o od
résout facilement. En effet, en notabtl’'opérateur dlfferentlelcﬁ deR™dansR™,ona(ND + )y, =
fa(t), soit :

[e.e]

_ difa(t)
_ 1 _ i NTT
2 = (ND D)7 (0) = 3 (1N g
mais N est nilpotente d’'indicen, donc finalement :
S (i)
= (F)'N' =2

i=0 dt’

Plus on dérive numériquement, plus on introduit d'impriéciet d’instabilité, et donen mesure la
difficulté numérique a résoudre le systemeest appelé Ihdice de nilpotencelu faisceau de matrices
AA + B. On peut montrer gu'il est égal a l'indice de différentiatid’'un systeme algébro-différentiel
défini au paragraph@.2.2

Lorsque le systéeme algébro-différentiel est linéaire martable avec le tempd(t)y’ + B(t)y =
f(t), on peut faire le méme type de raisonnement que pour le casdagecoefficients constants, mais
c’est beaucoup plus difficile car le faisceau de matricegnépu temps.



Chapitre 4

Résolution numerique

Pour la résolution numérique des systemes d’équatioréreliffielles, nous allons utiliser et décrire
succinctement les solveurs qui existent dans le logicieladeul scientifique Scilab. Cependant les op-
tions utilisées dans ces solveurs sont en général disjgsnilains les autres solveurs des autres systemes.

4.1 Solveur de systemes d’équations difféerentielles expiies

Le solveur de systemes d’équations différentielles eipficde Scilab est la fonctiomde. C'est en
fait une interface pour le package ODEPACK écrit en fortranapntient lui-méme différents solveurs
(Isoda, Isode...). Il résout le systeme :

{ y/ = f(ta y)

y(to) = vo

Une des difficultés auxquelles ces solveurs sont confrasis résolution dgsroblémes raided_a
définition d’'un tel probléme n’est pas trés rigoureuse. Qi gge qu’un probleme raide est un probléme
pour lequel les méthodes explicites ne fonctionnent pasollaion est par endroit réguliére et posséde
par endroit de grands transitoires.

ode utilise deux méthodes principales :

— pour les problémes non raides : méthode d’Adams ;

— pour les problemes raides : méthode BDF (Backward Diftetem Formula).

Par défautpde choisit lui-méme la méthode selon que le probléme est raideoa raide, mais on peut
aussi indiquer la méthode utilisée par le premier argument.

L'appel le plus simple dede est :
y=ode(y0,t0,t,f)

ol yO0 est le vecteur des conditions initialgs (en général un vecteur colonne de dimensignt O est
le temps initialty, t est le vecteur des instants ou la solution va étre calciggarémier de ces instants
doit étrety) etf décrit la fonctionf (¢, y) sous la formeypri n=f (t, y) . La sortiey deode est une
matricen x T ou7 est la taille de et ou chaque colonngdey est la valeur dg au temps;.

Deux parametres importants influent sur la précision dedaluéon, ce sont laolérance relative
rtol etlatolérance absoluat ol . Le solveur estime & chaque instant I'erreur locale sur llatiso
y (i) etelle ne doit pas dépasgerol (i)|y(i)]| +atol (i),c’est-a-dire que le test d’erreur locale
est satisfait si pour chaque composante de la solution,esullgirreur relative est inférieurera ol (i),
ou bien I'erreur absolue est inférieuratol (i ) . Ces valeurs sont données comme argumentside
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y=ode(y0,t0,t, rtol,atol,f)

Ce sont des scalaires ou des vecteurs de dimensi®nce sont des scalaireg, ol (i) et/ouat ol (i)
sont tous égaux a cette valeur.
Les valeurs par défaut de ol etat ol sont respectivemen=" et10~°.

On peut aussi utiliseode pour résoudre les problemes de temps d'arrét : on résoutstérag
d’équations différentielles jusgu’a ce que la solutipatteigne ou traverse au moins une des surfaces
d'un ensembles de, surfacesy; (t,y) = 0,...,gx,(t,y) = 0. Pour cela, 'appel dede devient :

[y, nd] =ode("root",y0,t0,t,f,ng, g

ol ng est le nombre de surfacesgest une fonctiore=g(t, y) qui retourne un vecteur dont chaque
composante correspond a une surface. En retoodéey est toujours la solution etd est un vecteur
dont le premier élément est le temps d’arrét et le deuxiegmeht est le numéro de la surface atteinte.

Un grand nombre d’autres réglages sont possibles. Il estlpesie fournir le Jacobien du systéme
lorsqu’on le connait, ce qui permet d'améliorer la résoluties problémes raides. Enfin, la définition du
systeme (et son Jacobien éventuel) peuvent étre donnétadoume de code C ou fortran qui est linké
incrémentalement a Scilab.

4.2 Solveur de systemes algébro-différentiels

Le solveur de systemes algébro-différentiels de Scilappglie DASSL et permet de résoudre les
systemes d’indice 1 et certains systemes d'indice 2. LerBialice est élevé, il faudra donc en général le
réduire tout en ayant a I'esprit que cela peut entrainer dgsémes de stabilité (voir la fin du paragraphe
3.2.2 et de satisfaction des contraintes ; de plus les inconnueggrviennent peuvent perdre leur
signification physique.

DASSL s'utilise de fagon similaire@de et s’appelledassl . Il résout le systéme écrit sous la forme
du systéme implicite :

flt,y,y') =0
y(to) = Yo
Y (to) = o

et I'appel le plus simple de la fonctiaass| correspondant est :
y=dassl ([ yO0, yprin0],t0,t,f)

ol y0 est le vecteuicolonnedes conditions initialegg, ypri nD est le vecteucolonnedes condi-
tions initiales de la dérivég(, t 0 est le temps initiaky, t est le vecteur des instants ou la solution
va étre calculéel¢ premier de ces instants doit éttg) etf décrit la fonctionf(¢,y,y’) sous la forme
[res,ires]=f(t,y,yprim ouyprimcorrespond &/'. res est la valeur dé (t,y,y’ ) et
i res est un indicateur de retour qui indique comment s’est passaltul def(¢,y,y’) et que I'on
positionne & 0 lorsque tout s’est bien passé. La sprtiedass| est une matricé2n + 1) x T ouT est
la taille det. La premiére ligne dg est le vecteur des instants, les lignes/2-a 1 sont les vecteurs des
valeurs deg; aux tempg; et les lignes: + 2 a2n + 1 sont les vecteurs des valeurs geaux tempg;.
Bien que la donnée d¢(ty) ne soit pas théoriquement nécessaire pour le probleme dehgau
elle est utile ici pour la bonne marche de I'algorithme. Utfa@onc que les conditions initiales soient
compatibles, c’est-a-dire f(t, yo,y;,) = 0. Sil'on ne connait pas a priori la valeur g&t,), on peut
ne pas la donner etass| en calculera une valeur approchée, ou bien on peut utiksseplveur de
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systemes d’équatiorfssol ve pour la trouver en résolvarft(t, yo, y(,) = 0. Ce probleme de trouver des
conditions initiales consistantes est important et parddficile.

De la méme fagon que poode dans le paragraphe précédent, on peut donner des tolérateces
tives et absolues @dassl . Toutes les possibilités de réglage du solveur existersi.aus

Pour résoudre les problémes avec temps d'arrét, il faudisentie solveur DASRT qui correspond
a la fonctiondasrt .
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